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Аннотация. Спутниковым радиовысотомерам принадлежит ключевая роль во многих миссиях ди-
станционного зондирования Земли из космоса. Данные, поставляемые ими, используются при решении 
разнообразных фундаментальных и прикладных задач геофизики, океанографии, метеорологии и др. В со-
временных измерительных комплексах обработка данных спутникового альтиметра осуществляется в 
несколько этапов. Одним из них является наземная дообработка переданной с космического аппарата 
информации. В настоящей статье исследуются алгоритмы оценки альтиметрических параметров в ходе 
дообработки данных спутникового высотомера наземным комплексом. Основной задачей петли автосо-
провождения по времени высотомера на борту космического носителя является надежное удержание 
принимаемого эхосигнала в следящем окне. Уточненные оценки информационных параметров вырабаты-
ваются в наземном сегменте, куда данные с борта космического аппарата сбрасываются по телеметри-
ческой линии. Дообработка данных может осуществляться как без опоры на физическую модель эхосигна-
ла, так и с учетом механизма формирования отклика подстилающей поверхности на зондирующий сиг-
нал. В последнем случае существенно повышается достоверность результатов измерения. В статье за 
основу принята физическая модель отраженного эхосигнала, близкая к классической модели Брауна, синте-
зированы алгоритмы статистической подгонки ее параметров под наблюдения, а также приведены ре-
зультаты компьютерного моделирования процедур подгонки по максимуму правдоподобия (МП) и методу 
наименьших квадратов (МНК). Сопоставление данных моделирования с границами Крамера–Рао демон-
стрирует заметный проигрыш процедуры МНК по отношению к потенциалу, тогда как эксперименталь-
ная точность МП-подгонки практически совпадает с потенциальной. 
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ESTIMATION OF SATELLITE ALTIMETER ECHO-SIGNAL PARAMETERS 
BY STATISTICAL FITTING METHODS IN THE COURSE OF RETRACKING 
Abstract. Satellite radar altimeters play a key role in numerous space missions for the remote Earth sensing. The 
data they provide are used in solving various fundamental and applied problems of geophysics, oceanography, mete-
orology, etc. In many modern measuring systems the altimeter data is processed in several stages. One of them is the 
ground-based retracking of the information streamed from the spacecraft. The goal of this work is to study altimeter 
parameter estimators in the course of the satellite altimeter data retracking by ground-based complex. The main task 
of delay-lock loop onboard a satellite carrier is a reliable keeping of received echo-signal within the tracking window. 
More accurate estimates of information parameters are worked out by the ground segment where data from the sat-
ellite is delivered via telemetry. Retracking can be performed either without using any physical echo model, or relying 
on some mechanism under generation of response of an illuminated surface to the probing signal. In the latter case, 
the measuring results become more trustworthy. The paper deliberations are based on the model close to the classical 
Brown’s one, they include algorithms of its parameters statistical fitting to the observation and computer simulation of 
fitting according to the maximal likelihood (ML) and the least squares (LS) methods. The results obtained are com-
pared to the potential attainable and show that while LS fitting yields noticeably to the potential, experimental accu-
racy of ML-fitting practically coincides with the potential one. 
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estimate, least squares estimate 
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Введение. Спутниковый радиовысотомер 
(альтиметр) – важная часть современных ком-
плексов дистанционного зондирования и монито-
ринга Земли из космоса. В основе его работы лежит 
традиционный принцип импульсной радиолокации, 
состоящий в извлечении информации о расстоянии 
до подстилающей поверхности из запаздывания 
отраженного импульса относительно излучаемого. 
По характеристикам принимаемого эхосигнала 
высотомер также может определить степень 
взволнованности исследуемой морской поверх-
ности и ряд других параметров. Получаемые с 
высотомера данные могут быть использованы для 
решения широкого перечня задач: геофизических, 
океанографических, экологических и др. [1], [2]. 
Обработка включает в себя 3 этапа [1], [2]: 
– первичную обработку на борту космическо-
го аппарата (КА), в рамках которой происходит 
слежение за запаздыванием и уровнем принимае-
мого эхосигнала; 
– дообработку в наземном комплексе с целью 
максимального уточнения предварительных оценок 
альтиметрических параметров с использованием 
различных процедур фильтрации/сглаживания; 
– постобработку, в задачи которой входит учет 
совокупности физических факторов, которые могут 
влиять на достоверность результатов измерений. 
В настоящей статье исследованы вопросы 
оценки информационных параметров эхосигнала на 
этапе дообработки. Элемент, вырабатывающий по-
добные оценки для нескольких параметров, назовем 
многомерным дискриминатором. В англоязычных 
публикациях по спутниковой альтиметрии за эле-
ментом такого рода и соответствующей процедурой 
закрепились термины retracker и retracking, не име-
ющие пока столь же краткого русского эквивалента. 
Примем во внимание, что КА передает в 
наземный комплекс в сигнале телеметрии усред-
ненные за десятки или сотни зондирований реа-
лизации принятых эхосигналов (усредненные 
эхосигналы). Последовательность таких усред-
ненных эхосигналов (по терминологии [3] – про-
филей) и служит исходными наблюдениями при 
дообработке. В рамках задачи статистической 
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подгонки параметры детерминированной функ-
ции времени подбираются с целью достижения ее 
максимального сходства с последовательностью 
наблюдаемых отсчетов. В принципе подгоняемая 
кривая может выбираться лишь из соображений 
визуального сходства с наблюдаемым эхосигна-
лом и не отражать реальной природы последнего. 
В [4] авторами настоящей статьи исследованы 
алгоритмы дообработки на базе так называемых 
робастных дискриминаторов, не опирающихся на 
какую-либо физическую модель эхосигнала вы-
сотомера. Однако очевидно, что увязка модельной 
кривой с известным механизмом формирования 
отклика исследуемой поверхности на зондирую-
щий сигнал существенно повышает степень до-
верия к результатам подгонки. В связи с этим в 
настоящей статье исследуется вопрос дискрими-
нирования на базе физической модели отражен-
ного сигнала спутникового высотомера. 
Физическая модель эхосигнала спутникового 
высотомера. Все применяемые модели усреднен-
ного эхосигнала (профиля мощности) в той или 
иной мере опираются на допущение о том, что он 
представляет собой суперпозицию откликов неза-
висимых элементарных зеркальных отражателей в 
пределах засвечиваемого антенной пятна [3]. Одной 
из исторически первых и наиболее часто упомина-
емых является модель Брауна [1]–[3], [5], [6] и др.: 
  
2
2
r 1
0
4exp sin ,  0,
4 4exp sin cos2
4 sin 2 ,  0,
c
c
tF t
ctP t A
h
ct tI F t
h
                                         
 (1) 
где 1A  ‒ масштабный коэффициент, не влияющий на 
форму усредненного эхосигнала;  20 2ln 2    ‒ 
показатель остроты луча диаграммы направленно-
сти антенны в гауссовском приближении; ξ ‒ уг-
ловое отклонение луча антенны от направления в 
надир; ( )F   ‒ интеграл вероятности; 
 22p 2 ;c z c      c ‒ скорость света; h ‒ вы-
сота орбиты КА; 0 ( )I   ‒ модифицированная 
функция Бесселя нулевого порядка, причем 0  – 
ширина луча антенны по уровню половинной 
мощности;
 p 0
0.425     0  ‒ длительность 
гауссовского эквивалента сжатого зондирующего 
импульса по уровню половинной мощности); 
z  ‒ среднеквадратическое отклонение (СКО) 
возвышения за счет волнения водной поверхно-
сти. Время t отсчитывается от момента 2 .h c  
При получении выражения (1) в [5] использова-
лось приближение операции свертки, корректность 
которого неочевидна. Кроме того, не вполне удобно 
сшивание двух временны́х отрезков кривой (1). По-
этому в [3], [7] предложен альтернативный вариант 
модели, справедливый для антенны высотомера с 
узким лучом  0 1    и малых отклонений луча от 
вертикали  0 6 .    Полученная при этом модель 
в отсутствие волнения  0z   имеет вид 
  r0 2 2 exp ,4 8P t A F t t
                         
 (2) 
где нулевой индекс у  r0P t  отражает факт отсут-
ствия волнения; 2A  ‒ масштабный коэффициент; 
  202ln 2    ‒ показатель скорости убывания 
колокольного импульса;  4 ;c h    21 4 .      
Отметим, что множитель  2exp 4    в (2) от-
брошен, так как в актуальной области перемен-
ных он практически не отличается от единицы 
(при 0.2 ,    0 0.6      2 81 exp 4 10 .      
Некоторое расширение зоны действенности (2) по 
отклонению от вертикали достигается приближе-
нием второго порядка для функции Бесселя [8] в 
ходе вывода этого равенства, что модифицирует 
модельную кривую как 
 
    
  
     
r0 2 1
1 1
2 2 4
exp 8
2 4 exp 8 ,
P t A F t
t
F t t
       
       
              
 
(3)
 
где 21 1 2 .      При отклонении луча от вер-
тикали 0.2    какие-либо отличия в поведении 
профилей, рассчитанных согласно (1) и (3), от-
сутствуют [3]. Даже при увеличении ξ до 0.25  
разница между этими кривыми минимальна. 
Переход от (2), (3) к соотношениям, учиты-
вающим волнение водной поверхности, осу-
ществляется с помощью свертки  r0P t  с плот-
ностью вероятности  zW z  возвышения волны z 
относительно среднего уровня [2], [5]–[7], [9], [10]: 
Радиотехнические средства передачи, приема и обработки сигналов 
Radio Electronic Facilities for Signal Transmission, Reception and Processing 
 
8 
    r r0 ,2 2z
c cuP t W P t u du


      (4) 
где 2 .u z c  
Простейшим из принятых в литературе прибли-
жений плотности вероятности  zW z  является гаус-
совское. При этом, как показано в [3], для колоколь-
ного зондирующего импульса операция (4) эквива-
лентна его растяжению по времени, так что вычис-
ление среднего профиля мощности сводится к под-
становке в (2), (3) вместо β измененной величины: 
  1 2 .1 16 z c
 
  
 (5) 
При волнении водной поверхности между 
моделями Брауна (1) и (2), (3) (при подстановке в 
последние (5)) обнаруживается расхождение, про-
иллюстрированное кривыми на рис. 1, а, б (кри-
вые 1 соответствуют модели Брауна, кривые 2 – 
модели (2), (3)), построенными для следующих 
исходных данных: 1000 км,h   0 0.6 ,    
0 1 W   (ширина спектра зондирующего импуль-
са 320 МГц ,W   0 ,    2 мz   (рис. 1, а); 5 м 
(рис. 1, б). Как следует из рисунков, указанное 
расхождение возрастает по мере роста .z  
Наблюдаемый сдвиг эпюра модели Брауна 1 вле-
во приводит к смещению оценки запаздывания, 
подлежащему компенсации при калибровке. При-
чина сдвига, по мнению авторов настоящей ста-
тьи, кроется в довольно грубом приближении, 
использованном в [5] при вычислении свертки 
(4), предполагающем ширину плотности вероят-
ности  zW z  малой по сравнению с интервалом 
существенных вариаций второго операнда в (4). В 
подтверждение этому на рис. 1, в и г приведены 
графики для прежних значений ,z  рассчитан-
ные для модели Брауна c усреднением согласно 
(4) при использовании в качестве  r0P t  зависи-
мости (1) при 0z    p .c    Как видно, те-
перь кривые для модели Брауна полностью совпа-
дают с таковыми для модели (2), (3) с учетом мо-
дификации (5) параметра β. 
Как итог для подгонки измеряемых парамет-
ров под наблюдения были отобраны модели эхо-
сигнала (2), (3). 
Синтез многомерного дискриминатора. 
Обратимся теперь к практическим механизмам 
статистической подгонки модельной кривой под 
отсчеты усредненного по N зондированиям эхо-
сигнала в следящем окне. Асимптотически (при 
большом превышении сигнала над шумом) опти-
мальной стратегией подгонки является метод макси-
мума правдоподобия (ММП). В [3], [11], [12] показа-
но, что в рамках допущения независимости сигналь-
 
 а б 
 в г 
Рис. 1. Усредненные профили мощности при разной степени волнения моря 
Fig. 1. Average Power Profiles under Different Sea Waves 
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ных отсчетов достаточная статистика для оценива-
ния альтиметрических параметров имеет вид 
      
c
c
2 2
2
1 2 1n
;  1
1 ;  2
nN
k
k i n
q i y iZ
q i  
       
ΛΛ Λ  
   c
c
2
2 1
ln 1 ;  ,
n
i n
N q i
 
    Λ  (6) 
где 2n  ‒ мощность аддитивного шума; cn  – чис-
ло отсчетов в пределах следящего окна, полагае-
мое четным; q ‒ отношение "сигнал/шум" по 
мощности;  ;  t Λ  ‒ нормированная к макси-
мальному значению модельная кривая, задавае-
мая вектором измеряемых параметров ;Λ  
 ky t  ‒ огибающая наблюдаемой смеси эхосиг-
нала с шумом на k-м зондировании  1,  ;k N  δ ‒ 
интервал дискретизации. В вектор Λ  включены 
любые измеряемые параметры, кроме параметра 
q, учтенного в (6) отдельно. Таким образом, 
ММП-оценка предполагает подстановку в (6) 
наблюдаемых отсчетов и максимизацию полу-
ченной функции  Z Λ  по Λ  и q. Последний па-
раметр часто включают в число измеряемых, по-
скольку он зависит от удельной площади рассея-
ния исследуемого участка, несущей важную оке-
анографическую и геофизическую информацию. 
Заметим, что    1 ;  iu q i   Λ Λ  есть не 
что иное, как i-й отсчет предвычисленной усред-
ненной кривой мощности зашумленного эхосиг-
нала в зависимости от параметра Λ  после нор-
мировки к среднему значению продетектирован-
ного шума 2n n2 .P    Введем аналогичную нор-
мировку для накопленных за N зондирований 
наблюдений: 
  22
1n
1ˆ ,  ,
2
N
i k
k
u y i
N 
   Λ  c c1,  .2 2
n ni     (7) 
Добавив и вычтя единицу в числителе в пер-
вой сумме (6), после отбрасывания слагаемого, не 
зависящего от измеряемых параметров, придем к 
достаточной статистике: 
      
c
c
2
2 1
ˆ
ln .
n
i
i
ii n
uZ N u
u 
     Λ ΛΛ  (8) 
Максимизация (8) по ,  qΛ  может быть вы-
полнена с использованием стандартных процедур 
поиска экстремума функций многих переменных, 
к примеру, алгоритма наискорейшего спуска. При 
этом из-за нелинейности целевой функции отно-
сительно компонент Λ  возникает проблема лока-
лизации ее глобального максимума на фоне побоч-
ных. При достаточно компактной области началь-
ной неопределенности значений ,  qΛ  возможен и 
переборный поиск ММП-оценки. Так, при началь-
ной неопределенности в 3 нс, 2 м и 2 дБ по задерж-
ке, значимой высоте волны и уровню сигнала отно-
сительно шума соответственно для сужения зоны 
неопределенности по каждому из этих параметров 
на 2 порядка потребуется перебор на сетке, содер-
жащей 610  узлов. Реализация сопутствующих это-
му вычислительных процедур в режиме камераль-
ной дообработки вполне осуществима. 
Полезное приближение достаточной стати-
стики можно получить, прибегнув к гауссовской 
аппроксимации переменных (7), оправданной при 
1.N   Слагаемое  2 ;  i kv y i  Λ  в (7) подчиня-
ется экспоненциальному распределению: 
   exp ,  0,
0,  0
i i
i
i
v v
W v
v
    
 
с математическим ожиданием  2n1 2i iv u    Λ  
и дисперсией  2 4 2n4 iu   Λ  [13], так что сред-
нее и дисперсия переменной (7) равны  iu Λ  и 
 2iu NΛ  соответственно. Пусть uˆ  ‒ cn -мерный 
вектор наблюдений (7). Тогда функция правдопо-
добия  ˆW u Λ  относительно параметра Λ  в 
гауссовском приближении запишется как 
 
 
 
 
c
c
22
2
2 1
ˆ
ˆ1 exp .
2 2
n
i i
ii n i
W
u u N
Nu u 

          

u Λ
Λ
Λ Λ
 
Логарифмирование последнего равенства и 
отбрасывание членов, не зависящих от варьируе-
мого параметра ,Λ  приводит к достаточной ста-
тистике: 
      
c
c
22
2
2
2 1
ˆ 2 ln ,
n
i i
i
i n i
u u
u
Nu 
          
 ΛΛ ΛΛ (9) 
минимизация которой по ,  qΛ  и даст искомую 
ММП-оценку измеряемых параметров. Зависимость 
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второго слагаемого в фигурных скобках от ,  qΛ  
очевидно слабее, чем первого, поэтому в первом при-
ближении его можно не учитывать в ходе минимиза-
ции (9), что упростит последнее выражение до вида 
 
    
 
c
c
c
c
22
2
2 1
22
2 1
ˆ
ˆ
1 .
n
i i
ii n
n
i
ii n
u u
u
u
u
 
 
      
    


ΛΛ Λ
Λ
 
(10)
 
Таким образом, процедура оценивания альти-
метрических параметров свелась к применению 
взвешенного МНК [1], [8], [14]–[17]. Веса 
 1 ,i iw u Λ  участвующие в формировании 
метрики (10), выравнивают наблюдаемые отсчеты 
по уровню флюктуаций эхосигнала. 
Хотя в рамках допущения 1N   статистика 
(10) достаточна для получения ММП-оценки, во 
многих публикациях предпочтение отдается не-
взвешенному МНК, предполагающему миними-
зацию по Λ  квадрата евклидова расстояния 
    c
c
2 22
2 1
ˆ .
n
i i
i n
u u
 
     Λ Λ  (11) 
Задача минимизации нелинейных метрик (10) 
и (11) может решаться на основе обычной итера-
ционной процедуры Ньютона. Ограничимся да-
лее невзвешенным МНК, признанным предпо-
чтительным в ряде работ [1], [8], [16]. Соответ-
ствующие результаты переносятся на взвешен-
ный вариант без особого труда. Если ˆ mΛ  – оцен-
ка параметра Λ  на m-й итерации, результат сле-
дующей выразится равенством [1], [8], [16]: 
    1т т1ˆ ˆ ˆˆ ,m m m m m m mg G G G G   Λ Λ u Λ   
где 0 1g   – коэффициент усиления; mG  – 
матрица частных производных функции  iu Λ  
по измеряемым параметрам на m-й итерации, т. е. 
в точке ˆ ;mΛ Λ  " 1"  и "т"  – символы обраще-
ния и транспонирования матриц соответственно. 
Матрица ,mG  часто именуемая градиентной, 
имеет размер c ,n n  где n  – число оценивае-
мых по наблюдениям величин. 
Пусть измерению подлежат 3 параметра: за-
держка τ эхосигнала, значимая высота волны 
(SWH) wH  и отношение "сигнал/шум" q. При 
замене зондирующего сигнала эквивалентным 
колокольным и гауссовском приближении плот-
ности вероятности возвышения волны измерение 
параметра w 4 zH    сведется к измерению па-
раметра β, определяющего длительность "растя-
нутого" морским волнением зондирующего им-
пульса [3], [7]. Будем ориентироваться на версию 
(2) модели усредненного эхосигнала, относящую-
ся по терминологии [8], [16] к брауновским моде-
лям первого порядка. Одновременное измерение 
уровня сигнала и отклонения ξ антенной оси от вер-
тикали в рамках подобной модели практически не-
реализуемо, в связи с чем ранее вторая из назван-
ных величин и исключена из состава измеряемых. 
Указанную трудность в ряде работ [1], [8], [14], [16] 
предлагается обходить за счет извлечения инфор-
мации о значении ξ из данных параллельных систем 
с тем, чтобы далее трактовать параметр ξ в (2) как 
априори известный. Альтернативный путь, иссле-
довавшийся в [8], [16], состоит в переходе к модели 
эхосигнала второго порядка (типа (3)), снижающей 
корреляцию оценок антенного отклонения и уровня 
сигнала. Поскольку, однако, действенность этого 
подхода убедительно не подтверждена, будем при-
держиваться варианта доступности "сторонних" 
данных о значении ξ. Модельная функция (2) после 
нормировки примет вид: 
 
     
;  
2 4 exp 8 ,
t
F t t D
 
            
Λ
 
где 
  
  
max 2 4
exp 8 .
t
D F t
t
       
      
 
С учетом изложенного  т,    Λ , и элементы 
,
m
i jG  градиентной матрицы ,mG  имеющей размеры 
c 3,n   в случае 0   определятся равенствами [3]: 
 
   ,1
ˆ
ˆ;  ;
m
m i
i m
u
G i
q 
    Λ Λ
Λ Λ  (12) 
  ,2
ˆ
;ˆ ;
m
m
i m
iG q

     Λ Λ
Λ  (13) 
  ,3
ˆ
;ˆ ,
m
m
i m
iG q

     Λ Λ
Λ  (14) 
где  тˆ ˆˆ ,  ;m m m  Λ  ˆ ,mq  ˆm  и ˆm  – оценки па-
раметров q, τ и β соответственно, выработанные 
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по итогам m предшествующих итераций; 
c c2 1,  2.i n n    
Дальнейшая аналитическая расшифровка 
(12)–(14) нецелесообразна в силу чрезвычайной 
громоздкости итоговых формул. Так как все рас-
четы возлагаются на компьютер, необходимые 
производные находятся численным путем. 
Моделирование работы многомерного дис-
криминатора. Как уже отмечалось, подгонка на 
основе прямого перебора в режиме камеральной 
дообработки может оказаться вполне осуществи-
мой в плане потребного вычислительного ресур-
са. Помимо этого ее неоспоримым достоинством 
является отсутствие рисков перепутывания гло-
бального экстремума целевой функции с побоч-
ными и расходимости итераций. В популярных 
публикациях по дообработке альтиметрической 
информации [1], [8], [14]–[18] внимание сфоку-
сировано на итерационной подгонке, тогда как 
переборные алгоритмы почти не упоминаются. 
В противовес этому, здесь моделированию дис-
криминаторов с переборной подгонкой отданы 
приоритетные позиции с целью демонстрации 
как высокой точности соответствующих проце-
дур, так и их умеренных ресурсных затрат. 
С точки зрения последнего фактора предпо-
чтительным представляется невзвешенный алго-
ритм МНК (11). Начнем с его моделирования 
применительно к упрощенному сценарию, когда 
оценке подлежат лишь 2 параметра: время запаз-
дывания эхосигнала τ (эквивалентно – высота КА 
над зондируемой поверхностью) и значимая вы-
сота волны w .H  В обоснование подобной сужен-
ной постановки можно напомнить, что оценка 
интенсивности сигнала часто выполняется с по-
мощью отдельного контура авторегулировки уси-
ления, а уровень шума можно оценить по участ-
кам временно́й оси, заведомо свободным от эхо-
сигнала. В компьютерных экспериментах были 
использованы следующие параметры: высота ор-
биты КА 1000 км,h   полоса сигнала 
300 МГц,W   ширина луча антенны по уровню 
половинной мощности 0 0.6 ,    число зондиро-
ваний 100.N   Экспериментальные результаты в 
виде диаграмм рассеяния оценок относительно ис-
тинных значений измеряемых параметров приведе-
ны на рис. 2 для ряда комбинаций истинных значе-
ний запаздывания и значимой высоты волны. При 
построении всех диаграмм использовались одни и 
те же значения числа испытаний t 500N   и отно-
шения "сигнал/шум" 10 дБ.q   
Рис. 2 позволяет видеть, что при w0 2 мH   
рассеяние оценок в достаточной мере симмет-
рично относительно истинных значений измеря-
емых параметров 0  и w0H  (показаны ромбо-
видными белыми маркерами), указывая на отсут-
ствие существенных смещений. Кроме того, 
флюктуации возвышения морской поверхности 
эквивалентны изменениям мгновенной высоты 
орбиты КА, что ожидаемо приведет к корреляции 
оценок запаздывания и значимой высоты волны. 
В приведенных диаграммах эта корреляция под-
тверждается поворотом области рассеяния по от-
ношению к координатным осям. 
Для сопоставления точности МНК-оценок с 
потенциально достижимой конкретизируем при-
менительно к рассматриваемому двухпараметри-
ческому случаю границу Крамера–Рао. В отличие 
от редакции последней в [3] откажемся от инте-
гральных приближений элементов информацион-
ной матрицы Фишера, приняв за основу исходное 
дискретное представление логарифма функции 
правдоподобия (8). С точки зрения вычислитель-
ных затрат обе опции примерно равноценны, од-
нако дискретное представление в точности согла-
суется с операциями реальной дообработки. 
Для оцениваемых запаздывания τ и значимой 
высоты волны wH  усредненный логарифм функции 
правдоподобия определяется следующим образом: 
    
  
c
c
2
0 w0
w
w2 1
w
1 ;  ,  
,  
1 ;  ,  
ln 1 ;  ,  .
n
i n
q i H
Z H N
q i H
q i H
 
           
      

 
Продифференцировав полученное выраже-
ние, для элементов 2 2 -матрицы Фишера   
получим по аналогии с соответствующими инте-
гральными равенствами из [3], [12]: 
 
 
 
 
0
w w0
c
0
c
2
w
2
2
w0
2
2
0 w02 1
,  
;  ,  
;
1 ;  ,  
H H
n
i n
Z H
i H
Nq
q i H
 


 
    
           
 
(15)
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 
0
w w0
2
w
2
w
,  
HH
H H
Z H
H 

      
 
 
 
c
w w0
c
2
0 w
2 w2
0 w02 1
; , 
;
1 ; , 
n H H
i n
i H
H
Nq
q i H

 
             (16) 
 
0
w w0
2
w
w
,  
H H
H H
Z H
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Рис. 2. Диаграммы рассеяния оценок  
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Обратив матрицу Фишера 
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2HH
HH H
C 
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     
есть нижние границы дисперсий оценок запазды-
вания и высоты волны соответственно. Таким 
образом, искомые границы Крамера–Рао для СКО 
,  H  измеряемых параметров имеют вид: 
 2 ;
HH
HH H

 
      (18) 
 2 .H
HH H

 
      (19) 
Левые части оптимальных оценок (18), (19) 
асимптотически (при 1q   или при стремящемся 
к бесконечности объеме наблюдений) сходятся к 
правым, устанавливающим тем самым потенци-
ально достижимые точности измерений τ и w .H  
Отметим, что для программирования проце-
дуры расчета границ (18), (19) явные выражения 
производных в (15)–(17) неудобны в силу чрез-
вычайной громоздкости, поэтому эти производ-
ные находились численным методом. 
В таблице приведены точностные показатели 
оценок по МНК и ММП в сравнении с границами 
Крамера–Рао (18), (19), полученные при прежних 
исходных данных  1000 км,h   300 МГц,W   
0 0.6 ,    100,N   10 дБq   для ряда значений 
значимой высоты волны w0.H  
Как можно видеть, проигрыш МНК-оценок 
запаздывания потенциально достижимым оцен-
кам, выраженный через отношение соответству-
ющих СКО, не превышает 33 %, тогда как анало-
гичная цифра для высоты волны составляет 
45...97 %. Заметно лучше в этом плане ММП-
оценки, формируемые согласно алгоритму (8), 
полученные одновременно с моделированием 
оценок МНК. СКО ММП-оценок измерения за-
паздывания отличаются от СКО потенциально 
достижимых оценок на единицы процентов, т. е. в 
пределах статистической погрешности, что не-
удивительно в свете асимптотической эффективно-
сти ММП-оценок [13], [19], [20]. Расхождение этих 
оценок с потенциальными для высоты волны не-
сколько больше (до 20 %), однако и оно ни в коей 
мере не является критическим. Указанные соотно-
шения графически представлены на рис. 3, где в 
Сравнение результатов моделирования с потенциально достижимыми 
Comparison of Simulation Results with the Potentially Achievable Ones 
Параметр 
Parameter 
Метод оценки 
Estimation Method 
w0,  мH  
w0,  mH  
2 4 8 12 14 16 18 20 
,  нс  
,  ns  
Граница Крамера–Рао 
Cramer–Rao Bound 0.305 0.462 0.556 0.635 0.640 0.675 0.705 0.714 
МНК 
Least Squares Method 0.396 0.489 0.608 0.757 0.820 0.896 0.919 0.951 
ММП 
Maximum Likelihood Method 0.318 0.420 0.524 0.612 0.634 0.665 0.674 0.692 
,  смH  
,  cmH  
Граница Крамера–Рао 
Cramer–Rao Bound 15.5 24.0 25.7 28.5 27.6 29.0 30.3 30.0 
МНК 
Least Squares Method 30.5 35.3 38.8 41.9 42.7 43.8 43.9 43.8 
ММП 
Maximum Likelihood Method 18.4 20.0 26.1 26.7 28.2 28.2 29.4 29.6 
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функции от истинного значения значимой высоты 
волны сплошными линиями показаны СКО потен-
циально достижимых оценок, круглыми маркерами – 
СКО МНК-оценок, квадратными – СКО ММП-
оценок (маркеры представляют результаты матема-
тического моделирования). Отметим, что ломаный 
характер графиков границ Крамера–Рао связан с 
дискретностью наблюдений. Дело в том, что ин-
формация о времени прихода эхосигнала и высоте 
волны содержится главным образом в положении и 
крутизне нарастающего фронта усредненного про-
филя мощности. При дискретизации с шагом, об-
ратным ширине спектра сигнала (близким к дли-
тельности сжатого зондирующего импульса), 
участки большой крутизны фронта по мере роста 
высоты волны (растяжения фронта профиля эхо-
сигнала) попеременно попадают то на отсчетные 
точки, то между ними, что и приводит к скачкооб-
разному изменению рассматриваемых кривых. 
В отношении потребляемого вычислительного 
ресурса переборные ММП-оценки и МНК-оценки 
практически равноценны, так что предпочтитель-
ность первых может показаться априори очевидной. 
В то же время чувствительность этих методов к 
отклонениям реального эхосигнала от постулиро-
ванной модели является фактором, заслуживающим 
отдельного исследования и способным повлиять 
на выбор того или иного метода. Компьютерное 
моделирование дало обнадеживающие ориентиры 
в плане требуемого вычислительного ресурса. 
Заключение. В настоящей статье проанализи-
рованы многомерные дискриминаторы, осуществ-
ляющие подгонку параметров модифицированной 
модели Брауна эхосигнала под наблюдения. Син-
тезированы алгоритмы подгонки на основе ММП 
и МНК. Получены выражения границ Крамера–
Рао для измеряемых параметров, используемые 
далее как эталон при компьютерном моделирова-
нии исследуемых процедур. В результате модели-
рования выявлен заметный проигрыш по точности 
МНК-оценок запаздывания и значимой высоты 
волны относительно потенциальных границ. В то 
же время, как показано, экспериментальные точ-
ностные показатели подгонки по ММП практиче-
ски не отличаются от теоретически возможных. 
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